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  ١کوشیار گیلانی زیج جامعمثلثات کروی در 
  ٢لنارت برگرن انج

  ٤و مرضیه شمس یوسفͳ ٣ترجمۀ محمد باقری

  مقدمه
 هندسـۀ کـرویای از منابع و پژوهش هـای مربـوط بـه  پروفسور کندی و دانشجویانش انواع گسترده

اند و این مبحث علاقۀ مرا نیز جلب کرده اسـت. از ایـن  دورۀ اسلامی را در اختیار اهل علم قرار داده

ای دربـارۀ مثلثـات  شـود، مقالـۀ ای که به افتخار وی منتشـر می مناسبت ندیدم که در مجموعه رو بی

ن چهـارم کروی عرضه کنم و به این مبحث به همان شیوۀ مرسوم در پایـان قـرن دهـم مـیلادی (قـر

کوشـیار گیلانـی،  زیـج جـامعهجری) خواهم پرداخت. مبنای کارم فصـل سـوم از مقالـۀ چهـارم 

حساب کوشیار به انگلیسی ترجمه و منتشر شده، زیج  رسالۀدانشمند پرآوازۀ آن عصر است. با آنکه 

  نگاران علم قرار نگرفته است. او چندان مورد توجه تاریخ

یر جامعی از  مقالیـد در اواخر قرن دهم میلادی (قرن چهارم هجـری) در  نجوم کرویتصو

بیرونی آورده شده است. در این روایت مفصل، پای کوشیار کمتـر بـه میـان کشـیده  علم الهیئة

 زیـج جـامعشده، زیرا بیرونی به ندرت از وی نام برده است. اما فصل مربـوط بـه مثلثـات در 

هـای کـروی  مثلثبرخـی چگـونگی حـل  حشامل توالی زیبایی از نتـایج اسـت کـه در تشـری

عربی دربـارۀ مثلثـات  ایهرسالرسد. چون هیچ ترجمۀ انگلیسی از  الزاویه به اوج خود می قائم

کروی موجود نیست، ترجمۀ بخشی از زیج کوشیار را که مربوط به مثلثات کروی است همـراه 

  کنم. های مربوط به آن در اینجا عرضه می با توضیح

                                                    
1. Spherical Trigonometry in Kūshyār ibn Labbān's Jāmi' Zīj, in From Deferent to Equant: A Volume of Studies 

in the History of Science in the Ancient and Medieval Near East in Honor of E. S. Kennedy,  Annals of the 
New York Academy of Sciences, eds. D. A. King and G. Saliba, New York, 1987, vol. 500: pp. 15–33.  

٢. Jan Lennart Berggren استاد بازنشستۀگروه ریاضی دانشگاه سایمون فریزر کانادا berggren@sfu.ca مقاله را به پروفسور وی این ؛
 ای. اس. کندی تقدیم کرده است.

  mohammad.bagheri2006@gmail.comنگار ریاضیات و اخترشناسی  تاریخ .٣
  m.shams@guilan.ac.irاستادیار دانشکدۀ علوم ریاضی دانشگاه گیلان   .٤
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  ربارۀ تاریخ مثلثات کروینوشتۀ بیرونͳ د
 
ً
بخشی از سابقۀ تاریخی مثلثات کروی موجود در زیج کوشیار را بیرونـی ذکـر کـرده اسـت. ظـاهرا

بیرونی در اواخر قرن دهم میلادی (قرن چهـارم هجـری) و بـه هنگـام وقـوع ماجراهـایی کـه شـرح 
آیـد از روایـت بیرونـی در  عراق بوده و اطلاعاتی که در پـی مـیبن ابونصر امیرزاده دهد، دستیار  می

  گرفته شده است. مقالید
زمانی در اواخر قرن دهم میلادی (قرن چهارم هجری)، عبدالجلیل سجزی ریاضـیدان و مـنجم 

ای چگـونگی  برای منجمان و صنعتگران به دست آورد و طـی نامـه دستورهاای از  برجسته، مجموعه
را کـه بـر اسـاس قضـیۀ  کتـاب السـموتها را از ابونصر جویا شد. ابونصـر در پاسـخ وی  اثبات آن

قضـیۀ دیگـر دربـارۀ سـینوس  ومنلائوس دربارۀ چهارضلعی کروی تدوین شده بود، نوشـت؛ امـا د
  های کروی را نیز بدان افزود. کمان

گـاه رسالزیست، از وجود این  همی که در بغداد میملوفای بوزجانی، منجم و ریاضیدان ابوا ۀ ابونصر آ
های قـدیمی (یعنـی قضـیۀ منلائـوس و  ای از آن، طی نقدی آن را متکی به روش شد و پس از دیدن نسخه

شـده از  عنـوان روشـی کـه در زمینـۀ مسـئلۀ عرضه ههای مرکب) قلمداد کرد. ابونصر از کار خود ب نسبت
را خطـاب بـه ...فی معرفـة قسـی الفلکیـهداری کرد. وی رسالۀ  شدت جانب سوی سجزی معتبر است، به

 دربارۀ زاویه کهبیرونی جوان نوشت 
ً
در ایـن رسـاله  هـای مثلـث کـروی بـود. ها و کمان مطالبش مستقیما

آید، ببینید) و اثبـاتی  پی می را که در ۱قضیۀ  نتیجۀهای چهارگانه ( هایی دربارۀ دستور کمیت قضایا و اثبات
  آید) عرضه کرد. که در پی می ۴ها در مثلث کروی (قضیۀ  برای قضیۀ سینوس

ابوالوفـا را بـه دسـت آورد.  زیج مجسطیهایی از  نویسد یک سال بعد، ابونصر بخش بیرونی می
در مثلث کـروی، شـامل  »ها قضیۀ سینوس«و  »های چهارگانه دستور کمیت«این اثر علاوه بر اثبات 

) و قضـیۀ ۲(قضـیۀ در مثلثهـای کـروی قـائم الزاویـه  هـایی بـرای قضـیۀ فیثـاغورس قضایا و اثبات
مـی ها را به ابوالوفـا نسـبت  ) بود. بیرونی کشف قضیۀ تانژانت۵(قضیۀ در این نوع مثلثها  ها تانژانت

  دهد، ولی قضیۀ سینوس
ً
و بـا سـتودن هـوش و شخصـیت  به شمار مـی آوردابونصر  کارها را عمدتا

 وی را فراتر از ابوالوفا می
ً
  داند. ابونصر، تلویحا

ام به اینکه بیرونی گرایش به محکوم کردن ابوالوفا داشته، و با توجـه بـه  اما من جای دیگری اشاره کرده
رفت توان نظر مثبت دکتر دبارنو را پـذی ابوالوفا مشخص نیست، به دشواری میمجسطی اینکه زمان تألیف 
 هـای کـروی تعیـین کمان در بابرساله نخستین بار در نامشخص ها برای مثلث کروی  که قضیۀ سینوس

 قضیۀ سینوساثر ابو نصر 
ً
ها را یافته باشد، ولـی از شـواهد عرضـه  مطرح شده است. شاید ابونصر مستقلا

ه رسـالرنو، ابونصـر توان نتیجه گرفت که وی نخستین کاشف آن بوده است. طبق نوشتۀ دکتر دبـا شده نمی
) یا شاید انـدکی زودتـر نوشـته قمری ۳۸۷میلادی ( ۹۹۷خود را در سال  های کروی تعیین کمانر باب د
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سـالگی  ۵۸یـا  ۵۷) در سـن قمـری ۳۸۸یـا  ۳۸۷مـیلادی ( ۹۹۸یـا  ۹۹۷است. اما ابوالوفـا در سـال 
 کشفیات ریاضی خود را مدتی پیش

ً
  انجام داده است.سالگی  ۵۷تر از  درگذشته و احتمالا

گویـد در آنجـا بـا  در خلال این حوادث بود که بیرونی بـه ری سـفر کـرد و چنـان کـه خـود می
هـای چهارگانـه کـه  کمیت رخجندی اخترشناس دیدار کرد و خجندی کشف خود را در مورد دسـتو

 خواند به وی عرضه کرد. بیرونی سپس به ملاقات کوشیار (کـه مسـ می »هیئت قانون«خود آن را 
ً
لما

قضـیۀ "او هم در ری بود) رفت و کوشیار به وی گفت که او هم همان قضـیه را بـه کـار بـرده و آن را 
 در حضور خجندی به بیرونـی گفـت ]از قضیۀ منلائوس[نیاز کننده  (بی "مغنی

ً
) نامیده است. ضمنا

  است و خودش آن را کشف نکرده است.» پیراسته«که وی تنها اثبات آن را 
ها از  دهد که وقتی کوشـیده اسـت چگـونگی اسـتنتاج قضـیۀ سـینوس وضیح میبیرونی سپس ت

از تأییـد اینکـه نسـبتی بـین مقـادیر «های چهارگانه را برای دو منجم ری روشن کنـد،  دستور کمیت
 برقـرارایم،  کردند که این نسبت چنان که ثابت کـرده مذکور وجود دارد امتناع کردند، زیرا تصور نمی

  ها را هم نپذیرفتند. ۀ تانژانتآنها قضی». باشد
 کوشیار می

ً
خواست به برهانی پذیرفتنی دست یابد، زیـرا قضـایای متـوالی مـذکور در  اما مسلما

ای از  آیـد خلاصـه گیرد و آنچه در پـی می ها را در بر می ها و تانژانت مقدمۀ فوق هر دو قضیۀ سینوس
» بـاب« موضـوعزی اسـت. هـر قضـیه هـا بـا نمادگـذاری امـرو قضایای اصلی کوشیار و اثبات آن

ها برای این مقاله رسم  به کار رفته است. شکل "قضیه"ولی در اینجا عنوان  استای از مقاله  جداگانه
های نسخۀ خطی نزدیکند. تفاوت عمدۀ ایجاد شده در نامگذاری ضلع روبـرو  اند ولی به شکل شده

و اگر  به کار رفته» مشابه است با«به معنی  ~است. علامت  x به صورت XYZ در مثلث Xبه زاویۀ 
u  ،کمانی از دایرۀ عظیمه باشدu  به معنیu° هـای مثلثـاتی کـه حـروف اولشـان  است. تابع 90-

 هست دورۀ اسلامیمثلثات رایج در بزرگ نوشته شده، به معنی 
ً
Sinند؛ مثلا u R sin u=  کـه در آنR 

  کمانی از آن است. uای است که  شعاع دایره

  بخش مورد نظر از رسالهچکیدۀ 

  :باشد، آنگاه Gمثلث کروی قائمه در رأس  ABG. اگر ۱ۀقضی
Sin(g) Sin(G)
Sin(a) Sin(A)

=  

حاصـل شـوند  AH«وAT«هـای دهیم تـا بـه ترتیـب ربع را امتـداد مـی gو  b) ۱(شکل  :برهان

هـای  عمـود باشـد. در صـفحات دایره AGT¼، بـر صـفحۀ BG«، همانند HT«چنان که دایرۀ عظیمۀ 

و  BZکنیم و  رسـم مـی EGو  ETهای  را عمود بر شعاع BDو  HYبه ترتیب  BG«و HT«عظیمۀ 
HE  را هم عمود برAE کنیم (چون  رسم میAH  یک ربـع اسـت، عمـود وارد ازH  بـرAE  روی
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 YEو  DZهای  را بـا رسـم ضـلع HYEو  BDZالزاویۀ  افتد). سرانجام دو مثلث قائم می Eمرکز 
  کنیم.  کامل می

  
  ۱شکل 

Bنـــد، پـــس امـــوازی HEو  HYبـــه ترتیـــب بـــا  BZو  BDاکنـــون  H=R R بنـــابراین .

(BDZ) ~ (HYE)D D ــــــس BZ، پ HE
BD HY

ــــــم = ــــــا داری BZ؛ ام Sin(g)= ،BD Sin(a)= ،

HE Sin( ) Sin(G)= ° HYو  90= Sin(HT) Sin(A)=   ، پس اثبات قضیه کامل است.=
EKو  ABG: اگر نتیجه L  دو مثلـث کـروی باشـند چنـان کـهA E=R R و درL  وG  قائمـه

  :باشند، آنگاه

Sin(g) :Sin(a) Sin(l) :Sin(e).=  

Aچون  :برهان E=R R  با  ۱هر دو طرف تناسب طبق قضیۀSin( )
Sin(A)

  برابرند. °90

  
  ۲شکل 

  :باشد آنگاه Bمثلثی کروی قائمه در زاویۀ  ABGاگر  :۲ۀقضی

  Cos(a) Sin( ) .
Cos(b) Cos(g)

°
=

90  

کامل شوند و محل برخورد  AEو  ADهای  دهیم تا ربع را امتداد می gو  b) ۲(شکل  :برهان
در  ۱قائمه است، بنابراین با استفاده از قضـیۀ  ERنامیم. پس  میZ را DEو  BGهای عظیمۀ  دایره

EZGD خواهیم داشت:  
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  Sin(e) Sin( )
Sin(z) Sin(Z)

°
=

90  

eاما  a=  وz b= کمان ، در حالی کهBD  زاویۀ که اندازۀZ   است بـاg  برابـر اسـت. بـه ایـن
  شود. ترتیب اثبات کامل می

ها به  دهند همراه با اثبات آن هایی که این قضیه را تشکیل می سه حکم مربوط به تناسب :۳ۀقضی
  شود. صورت زیر خلاصه می

ــای  فرض Aه G
B D
Eو  = Z

W H
ــه مشــترکند و آن = ــادل ( در هــر س ــه صــورت مع ــا را ب ) ۱ه

B G A D× = W)۲و ( × Z E H× =   نویسیم. می ×

B. اگر ۱ش بخ W=  وG Z=  آنگاهA H
E D
Aو  = E

H D
=.  

گـذاریم؛ در ایـن صـورت داریـم میG ،Zو بـه جـای  B ،W)، به جـای ۱( ۀدر رابط :برهان

W Z A D× = E) خـواهیم داشـت ۲این رابطه با ( ترکیب. از × H A D× = A. پـس × E
H D
(تسـاوی  =

  دیگر اثبات نشده است).

G. اگر ۲بخش Z=  وA E=  آنگاهB D
W H

=.  

گـذاریم؛ در ایـن صـورت داریـم  می A ،Eو بـه جـای  G ،Z)، به جـای ۱( ۀدر رابط :برهان

B Z E D× = Bیعنی  × E
D Z
W) را به صورت تناسب بنویسیم، داریم ۲. همچنین اگر رابطه (= E

H Z
=

W. پس  B
H D

Bبنابراین  ،= D
W H

=.  

B. اگر ۳بخش W=  وD H=  آنگاهA G
E Z
=.  

گـذاریم؛ در ایـن صـورت داریـم میH ،Dو بـه جـای  W ،B) به جـای ۲( ۀدر رابط :برهان

B Z E D× = Eیا  × B
Z D
 صورت تناسبی فرض (=

ً
B) چنین اسـت، ۱. ضمنا A

D G
A. پـس = E

G Z
و  =

Aدر نتیجه  G
E Z
=.  

  :مثلث کروی باشد آنگاهABGاگر  :۴قضیۀ
Sin(G) Sin(g) .
Sin(B) Sin(b)

=  

را در یـک  ZHEو  DTEهـای  به عنوان قطب، ربع Gو  B) با در نظر گرفتن ۳(شکل  :برهان
 EAYباشد. اکنون اگر از این قطب، دایـرۀ عظیمـۀ  GBیک قطب  Eکنیم چنان که  کره رسم می نیم

  :خواهیم داشت BYAD، در مثلث ۱ابراین طبق قضیۀ قائمه خواهد بود. بن Yرا رسم کنیم، زاویۀ 

  
¼ »

Sin(g) Sin( ) ,
Sin(AY) Sin(TD)

°
=

90  
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  :شود نتیجه می GYAD، در ۱است. همچنین با استفاده از قضیۀ  BRاندازۀ  TD«زیرا 

  
» »

Sin(b) Sin( ) .
Sin(AY) Sin(HZ)

°
=

90  

  
  ۳شکل 

  داریم ۳قضیۀ  ۱از بخش 
»

»

Sin(g) Sin(HZ)
Sin(b) Sin(TD)

=  

Sin(G)«و چون  Sin(HZ)=  و»Sin(B) Sin(TD)=شود. ، اثبات قضیه کامل می  
  باشد آنگاه Bیک مثلث کروی با زاویۀ قائمۀABGاگر  :۵ۀقضی

Sin(g) Sin( ) .
Tan(a) Tan(A)

°
=

90  

کنیم و  کامـل مـی AT«و  AH«هـای  را به ترتیب به ربع AG«و  AB«های  ) کمان۴(شکل  :برهان
 Dرا تا نقـاط  ETو  EGهای  را رسم و شعاع AEبر  BZکنیم. عمود  ، را رسم میAEشعاع کره، 

و  Bدر نقاط  HYو  BDکنیم. عمودهای  را رسم می EHو  EBهای  دهیم و شعاع ادامه می Yو 
H را بر صفحۀHB چـونیم. کن می سمرBD  وHYدر صـفحۀ دوایـر ترتیـب بـهBG  وHT  قـرار

ان نشـان وتـ کنند.در این صورت به سادگی مـی قطع می Yو  Dرا در  ETو  EGهای  دارند، شعاع
عمود DZو بنابراین  AHعمود بر DBZپساند.  با یکدیگر موازی HYTو  DBZکه صفحات  داد
ین ا. بنـابرDZBزاویـۀ YEH=زاویـۀ  ، پساند موازی EHو  YEبا  ..و  DZاست. در نتیجه  AEبر 

ــث  DZB مثلــث ــا مثل ــث قائم YEHب ــر دو مثل ــرا ه ــت زی ــابراین  متشــابه اس ــتند. بن ــه هس الزاوی
BZ / BD HE / HY= .  

BZبا توجه بـه ایـن نکتـه کـه  Sin(g)=  وBD Tan(a)=  وHE Sin( )= HYو  °90 Tan(A)= 
  شود. برهان کامل می

EKو  ABGاگر  :نتیجه L های کروی با زوایای قائمه در  مثلثG  وL و زوایای برابـرA  وE 
  :باشند، آنگاه
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Sin(b) Sin(k)
Tan(a) Tan(e)

=  

Gبـا زاویـۀ قائمـۀ  ABGرا به عنوان راه حـل در مثلـث کـروی  های زیر کوشیار روش سرانجام

  :کند می عرضه

  
  ۴شکل 

Sin(g)، ۱معلوم باشند آنگاه بنا بر قضیۀ  gیا  aو A. اگر ۱ Sin( )
Sin(a) Sin A

°
=

 gتـوان  و بنابراین می 90

  را یافت. aیا 

  :داریم ۲بنا بر قضیۀ  ،معلوم باشند ضلع دلخواه. اگر دو ۲
Cos(a) Sin( )
Cos(g) Cos(b)

°
=

90  

  توان معلوم کرد. سوم را می ضلعبنابراین 

  :شود نتیجه می ۵از قضیۀ  ، مثلا برای مورد اخیر،معلوم باشند آنگاه Bو   a یا bو  A. اگر ۳
Sin(a) Sin( )
Tan(b) Tan(B)

°
=

90  

توانیم ضلع دیگـر را  دهند چگونه با دانستن یک زاویه و یک ضلع می هم نشان میبا  ۳و  ۱موارد 
  توان سومی را تعیین کرد. دهد که با دانستن دو ضلع می نشان می ۲ مورد معلوم کنیم و

دهد که برای یافتن زوایـا،  زیرا حتی نشان نمی ؛کامل نیست بودن،درست  با وجودکوشیار  بحث
بهـره بـرد.  ۱تـوان از قضـیۀ  ه معلوم است، چگونه میالزاوی یک مثلث قائم در زمانی که همۀ اضلاع

. این بخش به وضـوح نشـان یدگوچیزی نمی حالتی که فقط زوایا معلوم هستند، مورد همچنین در 
نوشـتن ، نـه اسـت بوده منجمانکاربرای  عرضۀ ابزارهای ریاضی ضروری دهد که هدف کوشیار می

  ات کروی.مثلث منسجمی در بارۀرسالۀ 
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  ترجمه
 فراهم شـده ١آنمتن عربی ویرایش کوشیار بر پایۀ  زیج جامعرسی فصل سوم مقالۀ چهارم اۀ فترجم[

تر از ترجمۀ انگلیسی آن است. افزوده  بر اساس همۀ نسخه های موجود و در نتیجه کاملتر و دقیقکه 
  های توضیحی به متن درون پرانتز و افزوده های تکمیلی درون قلاب آمده است.] 

  فصل سوم: دربارۀ مقدماتͳ که برهانها بر پایۀ آنهاست

  : مقدمه ای کلͳ برای اغلب برهانهااول باب
ن یـک زاویـۀ قائمـه وجـود دارد و هایی از دوایر عظیمۀ روی کره، که در آ هر مثلث (شامل) کمان در

برابر مفروض  است، نسبت سینوس وتر زاویۀ قائمه به سینوس وتر زاویۀ مفروض (معلوم)زاویۀ دیگر 
  .ۀمفروضترین سینوس به سینوس زاوی با نسبت بزرگ است

(شـکل  است مفروض ۀزاوی BAGزاویۀ قائمۀ و  Gباشد که در آن  یمثلثABGکنیم می فرض 
بـا  برابر اسـتBGبه سینوس کمان  ABم نسبت سینوس کمان یگوی . در این صورت میرا ببینید) ۱

  .BAGترین سینوس به سینوس زاویۀ  نسبت بزرگ
و  AHهـای  دایره عربـرا به  AGو ABهای  را رسم و کمان AEباشد و  Eاگر مرکز کره : برهان

AT نقطۀ به قطب کامل کنیم، آنگاه اگرA  کـره) کمـان  ۀضلع مربع (دایرۀ عظیمـ شعاعو بهHT  را
  قائمه خواهد بود. HTGزاویۀ  ،رسم کنیم
ایـن و بنابراین در صـفحۀ  AGTۀکنیم که هر کدام یک شعاع از دایر را رسم می GEو  TEحال 

و بـا صـفحۀ دایـرۀ یم و ایـن دکنـمیرسم TEرا عمود بر  HYو  GEرا عمود بر  BDدایره هستند. 
AGTهستند. (در ادامه)  دموعBZ  را عمود برAE  و به طریـق مشـابهHE  را (نیـز) عمـود بـر آن
  کنیم. را رسم می DZهستند. (در انتها)  ABHهر دو در صفحۀ دایرۀ  ، پسیمکن میرسم 

ترین سینوس  بزرگ EHاست. همچنین  BGسینوس کمان  BDو  ABسینوس کمان  BZپس
هر دو بـر صـفحۀ دایـرۀ  HYو  BDچون است.  BAGو سینوس زاویۀ  HTسینوس کمان  HYو 

AGT  عمود هستند و هر خط که از دو نقطۀD  وY (در این صفحه)  بـا خـط عمـودشـود،  خارج 
مـوازی  HYو  BDو  انـد موازیهـم  EHو BZاند،  قائمه Dو  Yای ه هیوزاسازد،  می زاویۀ قائمه

برابـر  EHYبا زاویۀ  ZBDاند. بنابراین زاویۀ  موازی HYو  EHبا به ترتیب] [ BDو ZB پس .ندا
ZBDدو مثلث  پساز دو مثلث، برابرند.  Eو  Zاند و بنابراین زوایای  قائمه Yو  Dاست. زوایای 

                                                    
  ویرایش متن عربی از منبع زیر گرفته شده است:  .١

Bagheri, Mohammad, “Az-Zīj al-Jāmi‛: An Arabic Astronomical Handbook”, Islamic Mathematics and 
Astronomy, vol. 114, Frankfurt, 2009. 
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 تران کـه پیشـچنبرابر است. HYبه  EHبا نسبت  BDبه  ZBمتشابهند و بنابراین نسبت  EHYو 
 HYتــرین ســینوس و  بزرگ EHو  BGســینوس زاویــۀ  BDو  ABســینوس کمــان  ZBگفتــیم، 

با نسبت  برابر است BGسینوس کمان  بهABسینوس کمان  پس نسبتاست.  HATسینوس زاویۀ 
  خواستیم نشان دهیم. . این چیزی است که میHATترین سینوس به سینوس زاویۀ  بزرگ

  
قمری از روی  ۴۲۷پ (این نسخه در سال ۱۳سخۀ وهبی افندی (استانبول)، گ ن، زیج جامعتصویر برگرفته از 

  کوشیار رونویسی شده است).ای به خط  نسخه

از اینجا معلوم می شود که اگر دو مثلث در کره دو زاویۀ متسـاوی داشـته باشـند و دو تـا از آنهـا 
به سـینوس وتـر زاویـۀ برابـر، بـا نسـبت  ]از مثلث اول[، نسبت سینوس وتر زاویۀ قائمه قائمه باشند

  .برابر است ]با اولی[تناظر سینوس وتر زاویۀ قائمه از مثلث دیگر به سینوس وتر زاویۀ م
قائمـه باشـد Lزاویۀ   AKLمثلث  زیرا اگر در، ]درست است گفته شدآنچه [بر طبق این قاعده 

 Aیم، چـون دو زاویـۀ کنـاضـافه ABرا بـه کمـان AKاضافه کنیم و کمـان  AGبهرا  ALکمان و
بـه سـینوس  AHبا نسبت سـینوس کمـان  KLبه سینوس کمان  AKبرابرند، نسبت سینوس کمان 

 ALو کمـان  AGرا به  AKقائمه باشد، کمان  Kاگر زاویۀ  ترتیبن همیبرابر است. به HTکمان 
  کند. در این صورت  نسبت تغییر نمی نیم،ک  اضافهABرا به کمان 

  ۀ اول استای از مقدم نتیجه دیگری کهۀ قدمم: دوم باب
زاویۀ قائمه بـه  ضلع مجاور بهسینوس یکی از دو کهر مثلث کروی با یک زاویۀ قائمه، نسبت  در

  سینوس سومین ضلع .کترین سینوس به  با نسبت بزرگ برابر استسینوس وتر زاویۀ قائمه ک
باشـد. در ایـن صـورت نسـبت  هقائمBرا ببینید) زاویۀ  ۲(شکل  ABGمثلث درکنیم  فرض می

  برابر است. ABسینوس کترین سینوس به  با نسبت بزرگ GAسینوس کبه  BGسینوس ک
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کنـیم مـی را رسم  DEZدایرۀ [محاط در دایرۀ عظیمه]، ضلع مربع  شعاعو به  A: به قطببرهان
 ZGEمثلـث در آنگـاه  .کنـیممـی یل کمتدایره را به ربع  BGZو  DEZ،AGE،ABDکمانهای و 

بـه  ZGۀ اول ثابت کردیم، نسـبت سـینوس مقدمآنچه در  پس بر اساس .بودقائمه خواهد  Eزاویۀ 
 GEو  BGمتمم  ZGبرابر است. اما  Zترین سینوس به سینوس زاویۀ  با نسبت بزرگ GEسینوس 

به  BGسینوس کاست. بنابراین نسبت  ABمتمم  همچنینو  Zۀ کمان زاوی BDاست و  AGمتمم 
و ایـن چیـزی اسـت کـه ABسـینوس کتـرین سـینوس بـه  با نسبت بزرگ برابر است AGسینوس ک

  .ثابت کنیم خواستیم می

 خواص مقادیر متناسب: یادآوری دربارۀسوم باب
اولـی، داده  بر تـوالیدیگر با نسبتی دیگر نه متناسب اگر چهار کمیت متناسب باشند و چهار کمیت 

نسـبت  دوم برابـر باشـند، وسـطین تناسـباول با  تناسبدو وسطین شده باشند، در این صورت اگر 
بـه  ۀ آخر تناسب اولجمل نسبتعکس با  برابر استجملۀ اول تناسب دوم به جملۀ اول تناسب اول 
 برابـر اسـتجملۀ آخر تناسب دوم به جملۀ اول تناسب اول همچنین نسبت   جملۀ آخر تناسب دوم.

  .جملۀ آخر تناسب اول به جملۀ اول تناسب دومنسبت عکس با 
  :مثال اول

  د     ج    ب      ا  
۲    ۴      ۳       ۶     )۶/۳=۴/۲(  

  ح   ز    و    ه  
۱   ۴   ۳    ۱۲   )۱۲/۳=۴/۱(  

مخرج اول به مخرج دوم دوم برابر باشند، نسبت  صورت تناسباول با دو  صورت تناسباگر دو 
  .مخرج دوم درتناسب دوماول به  بانسبت مخرج برابر استدر تناسب اول 

  :مثال دوم
  د     ج    ا   ب  

۲   ۴     ۳      ۶    )۶/۳=۴/۲(  
  ح  و   ز    ه   

۲   ۸   ۳   ۱۲    )۱۲/۳=۸/۲(  
صورت دوم به  صورت اولدوم برابر باشند، نسبت  مخرج تناسباول با دو  مخرج تناسباگر دو 
  دوم. صورت اول به صورت دوم در تناسببا نسبت  برابر استاول  در تناسب
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 ای به خط قمری از روی نسخه ۴۱۵ر (این نسخه در سال ۴۹، نسخۀ اسکندریه، گزیج جامعتصویر برگرفته از 

  کوشیار رونویسی شده است).

  مثال سوم:
  د  ب   ج     ا   
 ۲    ۴    ۳     ۶      

  ح     ز    و   ه  
۱   ۴   ۵/۱    ۶    

و  برابر است حبه  زبا نسبت  وبه  هو نسبت  دبه  جبا نسبت  ببه  انسبت  : [در مثال اول]برهان
و  برابـر اسـت د در اضـرب  بـا حاصل جدربضرب  حاصل ]بنابراین[برابر است.  زبا  جو  ،وبا  ب

د شـوتساوی نتیجه می حذف مقادیرم. حال با برابر است ح در هضرب  با حاصل زدروضرب  حاصل
  .دبه  هبا نسبت  برابر است حبه ا پس نسبت . ه×ح=ا×د که
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حذف و با  ج×و=ا×حو  ب×ز=ه×د. بنابراین ج=زو  ا=هاما  .ه×ح=و×زو  ا×د=ب×ج مثال دومدر 
  .حبه د با نسبت  برابر است وبه ب . پس نسبت ب×ح=و×دتساوی داریم مقادیرم

. مقــادیر ج×و=ا×حو ب ×ز=ه×د. پــس د=ح وب =و،و×ز=ه×حو ب ×ج=ا×ددر مثــال ســوم 
و  زبـه  جبا نسـبت  برابر است هبه ا . پس نسبت ا×ز=ه×جمساوی را حذف می کنیم، نتیجه می شود 

  این چیزی است که می خواستیم ثابت کنیم.
  خلاصۀ آنچه در این یادآوری آمده است:

اگر جمله های دوم و سوم [دو تناسب] برابر باشند، نسبت جمله های اول عکـس نسـبت جملـه 
های چهارم می شود. اگر جمله های اول و جمله های سوم [دو تناسب] برابر باشند، نسـبت جملـه 

و جملـه هـای چهـارم [دو های دوم مثل نسبت جمله های چهارم می شـود. اگـر جملـه هـای دوم 
تناسب] برابر باشند، نسبت جمله های اول مثل نسبت جمله های سوم می شـود. همچنـین نسـبت 

  جملۀ اول به سوم [در تناسب اول] مثل نسبت جملۀ اول به سوم [در تناسب دوم] می شود.
  است اول مقدمۀای از  نتیجه ی که این همدیگر قدمۀم: چهارم باب

ن هایی در دوایر عظیمه نسبت سینوس یک زاویه به سـینوس زاویـۀ دیگـر بـا کما ازدر هر مثلثی 
 ABGنسبت سینوس وتر زاویۀ اولی به سینوس وتر زاویـۀ دومـی برابـر اسـت. فـرض کنـیم مثلـث 

برابـر Gبه سینوس   Bنسبت سینوس  گویم را ببینید) زوایا و اضلاع نابرابر داشته باشد. می ۳(شکل 
  .ABبه سینوس کمان AGبا نسبت سینوس کمان  است

رسـم را  DTEۀ دایـر] در دایـرۀ عظیمـه[محـاط شـعاع ضـلع مربـع  هو بـ B: بـه قطـب برهان
را کامــل و  BGZو  GAH ،BAT[کمانهــای] را رســم و  G ،ZHEم.همچنین بــه قطــب کنی مــی

EAY  چون یم. کن می رسمراB  قطبETD است ،BD  وBT  چـون نـد و ا دایره ربـعهرکـدامE 
، اسـت ZHE قطب Gچون همچنین  .ندا دایره ربعهر کدام  EY و EZ ،ED، است BDZقطب 

GH  وGZ  ند. بنابراین زاویۀ ا دایره ربعهر کدامY  در مثلثBAY  نسـبت قائمـه اسـت. بنـابراین
. تبرابر اس TDسینوس ، به BTترین سینوس، سینوس با نسبت بزرگ AYبه سینوس  BAسینوس

با نسبت  AYبه سینوس GAنسبت سینوس بنابراین  .قائمه است GAYدر مثلث Yهمچنین زاویۀ 
، لاو(تناسـب) مقـادیر  چون وسطین. برابر است HZسینوس ، به GHسینوس ترین سینوس،  بزرگ

GHسینوس و AYیعنی سینوس، ومد(تناسب) مقادیر وسطین ، با BTسینوسو  AYیعنی سینوس

که  HZبا نسبت سینوس  ،Bوتر زاویۀ  ،AGبه سینوس  G، وتر زاویۀ BAسینوس ، برابرند، نسبت 
نسـبت  پـس.اسـت Bۀ برابر است و آن سینوس زاوی TDبه سینوس  ،برابر است Gزاویۀبا سینوس 

ن چیـزی . ایبرابر استبه سینوس وتر زاویه نسبت سینوس وتر زاویه ه سینوس زاویه باب هسینوس زوای
  .ثابت کنیم خواستیم است که می
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  شود میۀ اول جانشین مقدمها  برهان در اغلبکه مربوط به تانژانت ای  هقدمپنجم:مباب 
، نسبت سینوس ضلع مجـاور معلوم باشددر هر مثلث کروی قائم الزاویه که در آن زاویۀ دیگری 

ترین سینوس به تانژانت زاویـۀ  با نسبت بزرگ معلومبه تانژانت وتر زاویۀ  ۀ معلومبه زاویۀ قائمه و زاوی
 برابر است.  معلوم

را ببینیـد).  ۴باشـد (شـکل  BAGمفروض زاویۀو قائمه  Bۀزاوی ABGمثلثدرکنیم می فرض 
ترین سینوس به تانژانت زاویۀ  با نسبت بزرگ BGبه تانژانت کمانABگویم نسبت سینوس کمان می

BAG .برابر است  

  
  ر۱۸شکل برگرفته از زیج جامع، نسخۀ وهبی افندی (استانبول)، گ

ربـع را بـه  AGو  ABهـای  کنیم. هر کـدام از کمان را رسم می AEو  استمرکز کره  E: برهان
و  A.به قطـبکنیم را رسم می AEبر  BZو HEهای کنیم. عمود می لیکمت ATو  AHدایره های

از دایـرۀ  ETو  EGهای  کشیم. شعاع را می HT کمان ]در دایرۀ عظیمه[محاط ضلع مربع  شعاعبه 
AGT ها را تا  را رسم و آنD وY دهیم.  ادامه  می  

) نتهــایرا از (ا BHبــر (صــفحۀ کمــان)  HYو BDعمودهــای و ABHاز دایــرۀ  EBشــعاع 
قـرار دارد و  ABHدر صـفحۀ  BZکشـیم. پـس  را می DZکنیم.  رسم می EHو  EBهای  شعاع

و  ZBسـینوس اسـت و  بزرگتریندر صفحۀ آن است و آن  HEهمچنین  است. AB سینوس کمان 
EHباBD  وHY  های  صـفحه می سازند. پسزوایای قائمهBZD  وHEY انـد. همچنـین  موازی
DB  بر قطرEBبنابراین بر صفحۀ  ،عمود استABH .عمود است  

 DBZزاویـۀ  مـی سـازد.پسزاویۀ قائمـه  BDعمود  باABHشده در صفحۀ  رسمهر خط  پس
 . پـسمتشـابهند ZDBو  HEYهـای  برابرند. بنـابراین مثلث BZDو  HEYقائمه است و زوایای 
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تانژانـت  BDو  ABسـینوس کمـان  ZBبرابـر اسـت.  HYبه  EHبا نسبت  DBبه  ZBنسبت 
است. بنابراین نسبت سینوس کمان  HATتانژانت زاویۀ  HYو  سینوس بزرگترینHEو  BGکمان 

AB  به تانژانت کمانBG  ۀسینوس به تانژانت زاویبزرگترین با نسبتBAG این چیـزی  .برابر است
  خواستیم ثابت کنیم. است که می

ه از دو زاویـ باشـند کـههر دو مثلث کروی که دارای دو زاویۀ برابر دره از اینجا معلوم می شود ک
دیگـر  ضـلعبـه تانژانـت  ،مجاور به زاویۀ قائمه و زاویـۀ برابـر ضلعقائمه باشند، نسبت سینوس آنها 

 در مثلث دیگـر. نظیر ضلعبه تانژانت نظیر  ضلع نسبت سینوس با برابر است مجاور به زاویۀ قائمه،

قائمه باشد، برهان مربوط به آن  Lقائمه باشد یا زاویۀ  Kزاویۀ ALKطبق این دستور اگر در مثلث 
  همان برهان مذکور در مقدمۀ اول است.

  به یکی از سه صورت زیر معلوم می شوند:های قائم الزاویه در کره  با این مقدمات، مثلث
نسـبت  ]درایـن حالـت[وتر زاویۀ قائمه یا وتر زاویۀ معلوم اسـت.  کهاول: یک زاویه و یک ضلع 

تـرین سـینوس بـه سـینوس زاویـۀ  سینوس وتر زاویۀ قائمه به سینوس وتر زاویۀ معلوم با نسبت بزرگ
  معلوم برابر است.

سینوس یکـی از دو ضـلع شـامل کنسبت  [در این حالت]. معلوم باشدآن دوم: دو ضلع دلخواه 
سـینوس ضـلع سـوم برابـر کترین سـینوس بـه  سینوس وتر زاویه قائمه با نسبت بزرگکزاویۀ قائمه به 

ترین سینوس به سینوس  است، و نسبت سینوس وتر زاویۀ قائمه به سینوس ضلع دیگر با نسبت بزرگ
  است.ضلع معلوم دیگر برابر زاویۀ [روبرو به] 

زاویۀ قائمه معلوم باشد. نسبت سـینوس ایـن ضـلع بـه آن و به سوم: یک زاویۀ و ضلع مجاور به 
ترین سینوس به تانژانت زاویۀ معلـوم  تانژانت ضلع دیگر از دو ضلع شامل زاویۀ قائمه با نسبت بزرگ

  برابر است.
  خواص تانژانتیادآوری دربارۀ ششم:  باب

 Bو  Aکنـیم می تانژانت آنهاست. فرض آنها برابر با عکس کتانژانت  ،دو کمان مختلف در هر
شاخص باشد و فرض  [طول]Eها باشد. فرض کنیم تانژانت آنکDو Gتانژانت دو کمان مختلف و 

 اسـتBن آو کمـانی کـه تانژانـت  باشـدGتانژانـت آن ک استAکنیم کمانی باشد که تانژانت ان 

  .برابر استGبه Dبا نسبت  Bبه  A. در این صورت می گوییم نسبت باشدDتانژانت آن ک
Dبـه Eبا نسبت  برابر است Eبه  Bنسبت و  Gبه  Eبا نسبت  برابر است Eبه  Aنسبت  :برهان

بـا  DدرBخـودش وهمچنـین حاصلضـرب  در Eبـا حاصلضـرب GدرAبنابراین حاصلضرب .
مسـاوی  DدرBضـرب لبـا حاص GدرAحاصلضـرب  .پسبرابر استخودش  درEحاصلضرب 

  . ثابت کنیم است که می خواستیم چیزیاین  .Gبه  Dبا نسبت  برابر است Bبه  Aنسبت پس .است
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  است خواص تانژانت یادآوری دیگری که آن هم دربارۀهفتم:  باب
بـا حاصلضـرب [آن  برابـر اسـتحاصل تقسیم [هر مقدار] بر تانژانت [یا کتانژانت] یک کمـان 

و تانژانـت آن  ۲مفـروضتانژانـت کمـان ککنیم می . فرض مقدار] در کتانژانت [یا تانژانت] آن کمان
. در ایـن صـورت اسـت ۳، ۲رب ۶است. حاصل تقسیم  واحدباشد که  ۱شاخص[طول] و   ۶۰/۳۰
  است. ۲با  برابر ۶۰/۳۰در ۶گوییم که حاصلضرب  می

. همچنـین ۶بـا  برابـر اسـت ۳در  ۲حاصلضـرب . پـس است ۳ ،۲ بر ۶حاصل تقسیم : برهان
 ۶۰/۳۰بـه  ۱بـا نسـبت  ۱به  ۲نسبت  . چونبرابر استیعنی نیم، با واحد  ۶۰/۳۰در۲حاصلضرب 

بـا  ۶در ۶۰/۳۰بنـابراین حاصلضـرب  .برابر اسـت ۶به  ۱با نسبت  ۳به  ۶۰/۳۰نسبت  ،برابر است
شاخص اسـت کـه [طول] ۱زیرا  ،استبرابر  ۳با  ۳در۱. حاصلضرب برابر است ۳در ۱حاصلضرب 

تانژانـت هـر کمـان کاز آنجا که  .برابر است ۳با  ۶در۶۰/۳۰حاصلضرب  پسشود.  می واحد فرض
بـا  برابر است ]نتیجه[شود  تقسیم  کمانی به تانژانت[مقداری] که با تانژانت متمم آن برابر است، هر 

  یم.ثابت کنخواستیم  است که می . این چیزیکماندر تانژانت متمم آن [آن مقدار] ضرب حاصل
  گیری نتیجه

مطالعۀ گزارش کوشیار از مثلثات کروی زمان خود،  این احسـاس را پدیـد مـی آورد کـه گرچـه 
روایت کوشیار به طور خاص اصیل نبود، شامل آخرین نتایج بود و توجه کوشیار را  به استنتاج هـای 

وجود نسخ متعدد ایـن زیـج، حـاکی از پـذیرش ایـن . دهد های ساده نشان می منسجم  بر پایۀ گزاره
  روش از سوی بسیاری دیگر است.
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